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Πέµπτη, 30 Μαϊου 2002
ΘΕΤΙΚΗ και ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ Γ΄ΛΥΚΕΙΟΥ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

ΘΘΘΕΕΕΜΜΜΑΑΑ   111
A. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση σʹ ένα διάστηµα [α, β]. Αν G  είναι µια

παράγουσα της f  στο [α, β], τότε να δείξετε ότι

  . )α(G)β(Gdt )t(f     
β 

α ∫ −=

Μονάδες 12

Β.1. Έστω η συνάρτηση f(x) = ηµx. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο ΙR και
ισχύει

f΄(x) = συνx .

Μονάδες 8

Β.2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας
την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε
πρόταση.

α. Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο [α,β] και συνεχής στο (α,β], τότε η f
παίρνει πάντοτε στο [α,β] µία µέγιστη τιµή.

Μονάδα 1

β. Κάθε συνάρτηση, που είναι 1-1 στο πεδίο ορισµού της, είναι γνησίως
µονότονη.

Μονάδα 1

γ. Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f στο x0 και  ( ) 0xflim
oxx

=
→

  τότε:

( ) 0xflim
oxx

=
→

Μονάδα 1
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δ. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο ΙR , τότε:

 . dx)x(xf΄)x(xfdx)x(f      ∫ ∫−=

Μονάδα 1

ε. Αν  ( ) 0xflim
oxx

>
→

 τότε f(x) > 0 κοντά στο  x0 .

Μονάδα 1

ΛΥΣΗ

Α. Θεώρία Βλ. σχολικό βιβλίο «Μαθηµατικά Θετικής Κατεύθυνσης» σελ. 334-335

Β.1. Θεωρία Βλ. σχολικό βιβλίο «Μαθηµατικά Θετικής Κατεύθυνσης» σελ. 224-225

Β.2. Οι απαντήσεις είναι:

α. - Λ

β. - Λ

γ. - Σ

δ. - Σ

ε. - Σ

ΘΘΘΕΕΕΜΜΜΑΑΑ   222
Έστω   z  ένας  µιγαδικός  αριθµός   και   f(ν) = iν  z,     ν  ∈  IN*.

α . Να  δείξετε  ότι  f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0 .
Μονάδες  7

β . Αν  z= ρ   και  Arg(z) = θ ,   να  δείξετε  ότι

f(13) = ρ . 











 ++






 + θ

2
πηµiθ

2
πσυν

Μονάδες  8
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γ . Αν  z= 2 και  Arg(z) =
3
π ,  να  βρεθεί  το  εµβαδόν  του  τριγώνου  µε

κορυφές  τα  σηµεία  του  µιγαδικού  επιπέδου  που  είναι  εικόνες  των
µιγαδικών  αριθµών  0,  z και   f(13).

Μονάδες  10

ΛΥΣΗ
α)  f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = i3z + i8z + i13z + i18z =

      = -iz + z + iz + i2z = -iz + z + iz - z = 0

β) f(13) = i13z = iz = ( ) =+





 + ηµθiσυνθρ

2
πηµi

2
πσυν

 ]θ
2
πηµiθ

2
πσυν[ρ 






 ++






 +=

γ) Αφού |z|=2, Argz=
3
π

3i1
2
3i

2
12

3
πηµi

3
πσυν2z +=








+=






 +=

Άρα εικόνα του z   )3,1(A

i3
2
1i

2
32

3
πσυνi

3
πηµ2)

3
π

2
πηµi

3
π

2
πσυν(2)13(f

)β

+−=







+−=

=





 +−=






 ++






 +=

Άρα εικόνα του f(13)  )1,3(B −

Αφού f(13)=iz και 2|z||ΟΑ| ==
→

, 2|z||i||iz||BΟ| ===
→

, η εικόνα του f(13) το Β προκύπτει

από περιστροφή του Α κατά 
2
π , άρα το ΟΑΒ ορθογώνιο           στο 

Λ
Ο .

άρα εµβαδό: 222
2
1)ΟΒ)(ΟΑ(

2
1)ΟΑΒ( =⋅==

ΣΧΟΛΙΟ: Για την απόδειξη του ΟΑΒ ορθογωνίου µπορούµε να το αντιµετωπίσουµε
ως εξής:

Eίναι:  231)OA( 2
=+=

( ) 213)OB( 2
=+−=

228)13()31()AB( 22 ==−++=

Παρατηρούµε ότι (ΑΒ)2=(ΟΑ)2 + (ΟΒ)2 αφού ( ) 222 2222 += .

Εποµένως 
Δ

OAB  ορθογώνιο στο 
Λ
Ο .
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ΘΘΘΕΕΕΜΜΜΑΑΑ   333
Έστω οι συναρτήσεις f, g µε πεδίο ορισµού το ΙR. Δίνεται ότι η συνάρτηση της
σύνθεσης fog είναι 1-1.

α . Να  δείξετε  ότι  η  g είναι  1-1.
Μονάδες  7

β . Να  δείξετε  ότι  η  εξίσωση :
g(f(x) + x3 - x) = g(f(x) + 2x -1) έχει  ακριβώς  δύο  θετικές  και  µία
αρνητική  ρίζα .

Μονάδες  18

ΛΥΣΗ
α .  Είναι  Df=Dy=R άρα  Df o g=R

µε  x1,  x2 R∈ και  g(x1)=g(x2) έχουµε
( )( ) ( )( )21 xgfxgf = ή

( )( ) ( )( )21 xfogxfog = και  επειδή  fog  “1-1”
x1=x2

οπότε :  g “1-1”.
β .  Από  ( )( ) ( )( )1x2xfgxxxfg 3 −+=−+ επειδή  g “1-1”

( ) ( ) ⇔−+=−+ 1x2xfxxxf 3

⇔−=− 1x2xx 3

01x3x 3 =+−

Θεωρούµε  συνάρτηση  φ(x)=x3-3x+1 x R∈

Είναι  φ’(x)=3x2-3= ( ) ( )( )1x1x31x3 2 +−=−

x ∞− ∞+
φ’(x) + - +
φ

φ(-1)=3 φ(1)=-1

Στο  ( ∞− ,  -1],  η  φ  γνήσια  αύξουσα  και  συνεχής  άρα :
( ]( ) ( ) ( )( ) ( ]3,1φ,xφlim1,φ

x
∞−=−=−∞−

−∞→

Επίσης  στο  [0,1] φ  γνήσια  φθίνουσα  και  συνεχής  άρα :
[ ]( ) ( ) ( )[ ] [ ]1,10φ,1φ1,0φ −==

-1 1



ΕΕΘΘΝΝΙΙΚΚΕΕΣΣ  ΕΕΞΞΕΕΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ  22000022

ΩΩΘΘΗΗΣΣΗΗ

5

Τέλος  στο  [1, ∞+ ) φ  γνήσια  αύξουσα  και  συνεχής  άρα :
[ )( ) ( ) ( )[ ) [ )+∞−==+∞

+∞→
,1xφlim,1φ,1φ

x

0 ( ]( )1,φ −∞−∈ ,  άρα  έχει  µοναδική  αρνητική  ρίζα  στο  ( ∞− ,  -1]

0 [ )( )+∞∈ ,1φ ,  άρα  έχει  µοναδική  θετική  ρίζα  στο  [1, ∞+ )

0 [ ]( )1,0φ∈ ,  άρα  έχει  µια  θετική  ρίζα  στο  ( ) ( )1,11,0 −⊆ που  είναι  και  η
µοναδική  στο  (-1,1) επειδή  φ  γνήσια  φθίνουσα  στο  (-1,1).
Άρα  έχει  ακριβώς  δύο  θετικές  και  µια  αρνητική .

ΘΘΘΕΕΕΜΜΜΑΑΑ   444

α . Έστω  δύο  συναρτήσεις  h, g συνεχείς  στο  [α ,  β].
Να  αποδείξετε  ότι  αν  h(x) > g(x) για  κάθε  x ∈  [α ,  β], τότε  και

   dx)x(gdx)x(h    
β 

α 

β

α ∫ ∫> .

Μονάδες  2

β . Δίνεται  η  παραγωγίσιµη  στο  ΙR συνάρτηση  f ,  που  ικανοποιεί  τις
σχέσεις :
( ) ( ) 1xexf xf +=− − ,   x ∈  ΙR    και    f(0) = 0 .

ι) Να  εκφραστεί  η  f΄  ως  συνάρτηση  της  f .
Μονάδες  5

ιι) Να  δείξετε  ότι   ( )   xf΄ x    f(x)   
2
x   << για  κάθε   x > 0.

Μονάδες  12

ιιι) Αν  Ε  είναι  το  εµβαδόν  του  χωρίου  Ω  που  ορίζεται  από  τη
γραφική  παράσταση  της  f ,  τις  ευθείες  x = 0,  x = 1 και  τον  άξονα
x΄x, να  δείξετε  ότι

   )1(f 
2
1    E    

4
1     << .

Μονάδες  6

ΛΥΣΗ
α. Ισχύει h(x)-g(x)>0 [ ]β,αx∈

οπότε σύµφωνα µε γνωστό θεώρηµα
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ισχύει ότι: ( ) ( )( ) ⇔>−∫ 0dxxgxh
β

α
( ) ( ) ⇔>− ∫∫

β

α

β

α
0dxxgdxxh

( ) ( )∫∫ >
β

α

β

α
dxxgdxxh

β.  i) Ισχύει ( ) ( ) 1xexf xf +=− − x ∈  ΙR α φ ο ύ    f    π α ρ α γ ω γ ί σ ι µ η
π α ρ α γ ω γ ί ζ ο ν τ α ς       έ χ ο υ µ ε :

( ) ( ) ( ) ⇔=+ − 1exʹfxʹf xf

( ) ( )( ) ⇔=+ − 1e1xʹf xf

( ) ( )xfe1
1xʹf −+

=

ii)  ( )  xf΄ x    f(x)   
2
x

⇔<<

( ) ( )  xf΄ x   0f-f(x)   
2
x

⇔<< x>0

( ) ( ) xf΄   
x

0f-f(x)   
2
1

<< (1)

Είναι ( )
2
1

e1
10ʹf 0 =
+

= εφαρµόζοντας  το  Θ .Μ .Τ .  στο  [0,x],

για  την  f  υπάρχει  ( )x,0ξ∈ ώστε   ( ) ( )
x

0f-f(x) ξʹf =

οπότε  αρκεί  να  δείξουµε  ότι
( ) ( ) ( )xf΄ ξʹf0ʹf <<

Είναι  ( )
( )( )
( )( ) =

+

′
+

−=
−

−

2xf

xf

e1
e1xʹʹf ( ) ( )

( )( ) 0
e1
exʹf

2xf

xf

>
+ −

−

x ∈  ΙR

Ά ρ α     f’     γ  ν  ή σ ι α    α ύ ξ ο υ σ α   σ τ ο   R    κ α ι    ε π ε ι δ ή
0  <  ξ  <   x θ α   ι σ χ ύ ε  ι ( ) ( ) ( )xf΄ ξʹf0ʹf <<

iii) Ισχύει 0
2
x)x(f >>  για κάθε x>0, επίσης f(0)=0

Άρα 0)x(f ≥  για κάθε ]1,0[x∈  οπότε ∫=
1

0

dx)x(fE .

Από 
2
x)x(f ≥   ]1,0[x∈  έχουµε: dx

2
xdx)x(f

1

0

1

0
∫ ∫>

γιατί η 
2
x)x(f −  δεν είναι παντού µηδέν στο [0,1].

Οπότε: 
4
1E

2
x

2
1E

1

0

2

>⇔







> .

Ακόµη )x(xf΄)x(f ≤  για κάθε ]1,0[x∈ .

Άρα: dx)x(xf΄dx)x(f
1

0

1

0
∫ ∫<

γιατί )x(xf΄)x(f −  δεν είναι παντού µηδέν στο [0,1].
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Οπότε: [ ] ∫ ⇔−<
1

0

1
0 dx)x(f)x(xfE

2
)1(fE)1(fE2E)1(fE <⇔<⇔−<⇔

Άρα τελικά:
2

)1(fE
4
1

<< .

ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ

 Τα σηµερινά θέµατα ήταν αυξηµένης δυσκολίας και
απαιτούσαν από τους εξεταζόµενους κριτική και ειδικότερα
συνθετική ικανότητα καθώς και δυνατότητα αυτενέργειας.
Ιδιαίτερο χαρακτηριστικό τους ήταν η µη κλιµακούµενη
διαβάθµιση δυσκολίας, γεγονός που πιθανόν να δηµιουργήσει
προβλήµατα στους µαθητές που έχουν ως στόχο την
προαγωγή τους.


