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Πέµπτη, 27 Μαΐου 2004
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ Γ΄ΛΥΚΕΙΟΥ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
ΘΘΘΕΕΕΜΜΜΑΑΑ   111
Α. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα Δ και xo ένα εσωτερικό σηµείο

του Δ. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο xo και είναι παραγωγίσιµη στο
σηµείο αυτό, να αποδείξετε ότι f΄( xo) = 0.

Μονάδες 10
Β. Πότε µια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο xo του πεδίου

ορισµού της;
Μονάδες 5

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας
τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος δύο µιγαδικών αριθµών είναι το
άθροισµα των διανυσµατικών ακτίνων τους.

Μονάδες 2
β. l=

→
)x(flim

oxx
 , αν και µόνο αν l==

+− →→
)x(flim)x(flim

oo xxxx
.

Μονάδες 2
γ. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο xo , τότε η συνάρτηση f⋅g είναι

παραγωγίσιµη στο xo και ισχύει:
(f⋅g)΄( xo) = f΄( xo)g΄( xo)

Μονάδες 2
δ. Έστω µια συνάρτηση f,η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα Δ. Αν f΄(x) > 0 σε

κάθε εσωτερικό σηµείο x του Δ, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το Δ.
Μονάδες 2

ε. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση σ΄ ένα διάστηµα [α, β] . Αν G είναι µια

παράγουσα της f στο [α, β] τότε ∫ −=
β

α

)α(G)β(Gdt)t(f .

Μονάδες 2

ΛΥΣΗ
A. Θεώρηµα (Fermat) σχολικού σελίδα 260.
Β. Ορισµός σχολικού σελίδα 213.
Γ. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Λ ε. Σ
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Δίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x)=x2lnx.
α. Να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f, να µελετήσετε την µονοτονία της

και να βρείτε τα ακρότατα.
Μονάδες 10

β. Να µελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σηµεία καµπής.
Μονάδες 8

γ. Να βρείτε το σύνολο τιµών της f.
Μονάδες 7

ΛΥΣΗ
α. Df = (0, + ∞)

Eίναι 0x)1xln2(xxxlnx2
x
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10x
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Ο πίνακας ριζών – προσήµου της f΄ είναι:
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β. Είναι 0x3xln21
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Ο πίνακας ριζών – προσήµου της f΄΄ είναι:

ο.ελ.
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Η f είναι κοίλη στο ]e,0( 2
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γ. Η f είναι συνεχής στο ]e,0( 2
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Δίνεται η συνάρτηση g(x) = exf(x), όπου f συνάρτηση παραγωγίσιµη στο R και

( ) 0
2
3f0f =





= .

α. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο 





∈

2
3,0ξ  τέτοιο ώστε f΄(ξ) = −f(ξ).

Μονάδες 8

β. Εάν f(x) = 2x2 − 3x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα   ( ) ( )∫ ∈=
0

α

Rα,dxxgαI

Μονάδες 8

γ. Να βρείτε το όριο ( )αΙlim
α −∞→

Μονάδες 9
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ΛΥΣΗ

α. Η g(x) εἰναι παραγωγίσιµη στο 





2
3,0  ως παραγωγίσιµη στο R µε

g΄(x) = [exf(x)]΄ = exf(x) + exf΄(x)  και

( ) ( )
( ) 






=⇒









=⋅=





=








=⋅==

2
3g0g

00e
2
3fe

2
3g

00e0fe0g

2
3

2
3

0

άρα από Θ. Rolle θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 





∈

2
3,0ξ  ώστε

g΄(ξ) = 0 ⇔ eξf(ξ) + eξf΄(ξ) = 0 ⇔ f(ξ) + f΄(ξ) = 0 ⇔ f΄(ξ) = −f(ξ)
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Έστω η συνεχής συνάρτηση f: R → R τέτοια ώστε f(1) = 1. Αν για κάθε x∈R, ισχύει

( ) ( ) ( ) ,01x
z
1z3dttfzxg

3x

1

≥−+−= ∫

όπου z = α + βi ∈ C, µε α, β∈R*, τότε:

α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο R και να βρείτε τη g΄.

Μονάδες 5

β. Να αποδείξετε ότι 
z
1zz +=

Μονάδες 8

γ. Με δεδοµένη τη σχέση του ερωτήµατος β να αποδείξετε ότι ( )
2
1zRe 2 −=

Μονάδες 6

δ. Αν επιπλέον f(2) = α > 0, f(3) = β και α > β, να αποδείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (2, 3)
τέτοιο ώστε f(x0) = 0.

Μονάδες 6

ΛΥΣΗ

α. Έχουµε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −+−=−+−=
33 x

1

x

1

1x
z
1z3dttfz1x

z
1z3dttfzxg

επειδή f συνεχής στο R και 1∈R η ( )∫
x

1

dttf  είναι παραγωγίσιµη και x3

παραγωγίσιµη άρα η ( )∫
3x

1

dttf  είναι παραγωγίσιµη σαν σύνθεση

παραγωγίσιµων. έτσι επειδή x − 1 παραγωγίσιµη η g είναι παραγωγίσιµη σαν
αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ παραγωγίσιµων µε

( ) ( )( ) ( ) =+−=+−
′

=′
z
1z3x3xfz

z
1z3xxfzxg 2333

         ( )
z
1z3xfxz3 32 +−=

β. Ισχύει g(x) ≥ 0 για κάθε x∈R. Επίσης είναι ( ) ( ) 00
z
1z3dttfz1g

1
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=⋅+−= ∫  άρα

ισχύει g(x) ≥ g(1) για κἀθε x∈R οπότε στο x0 = 1 η g παρουσιάζει ακρότατο και
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επειδή g παραγωγίσιµη σύµφωνα µε το θεώρηµα του Fermat g΄(1) = 0 οπότε από

(α) ( ) 1)1(f0
z
1z31f1z3 32 =⇔=+−

 ⇔=+−⇔ 0
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γ. Από 
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επειδή z ≠ 0 αφού α, β ∈ R* κάνοντας απαλοιφή παρονοµαστών

( ) ( ) ( )
2
1zRe1zRe21zz01zz 222222 −=⇔−=⇔−=+⇔=++

Σχόλιο: Ενδεικτικά αναφέρουµε ότι το παραπάνω ζητούµενο αντιµετωπίζεται
και διαφορετικά όπως:

⇔+=⇔
+

=⇔+= 1zz
z

1z
z

z
1zz 22

2

1zz 22 +=  Αν z2=κ + λi θα έχουµε

κ2+ λ2= (κ + 1)2 + λ2

0 = 2κ + 1

2
1κ −=

Δηλαδή 
2
1)zRe( 2 −=

δ. Έχουµε z = α + βi οπότε

z2 = (α + βi)2 = α2 − β2 + 2αβi και λόγω του γ ερωτήµατος  αφού 
2
1)zRe( 2 −=

έχουµε ότι 
2
1βα 22 −=−  δηλαδή (α − β)(α + β) < 0

Επειδή α > β το α − β > 0 εποµένως α + β < 0 ⇔ β < − α

δηλαδή β < 0 αφού α > 0

Άρα, αφού f(2) = α > 0    και f(3) = β < 0 και η f συνεχής στο [2, 3]

σύµφωνα µε Θ.Bolzano υπάρχει xo∈(2, 3) ώστε f(xo)= 0.
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ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ

Τα σηµερινά θέµατα καλύπτουν ευρύ φάσµα της ύλης και
διακρίνονται για τη σαφήνεια των ζητουµένων τους. Απαιτούσαν
από τους υποψηφίους όλα εκείνα τα στοιχεία που χρειάζονται για να
αντιµετωπίσουν το συγκεκριµένο µάθηµα, καλή αναπαραγωγή της
διδαχθείσας ύλης, κριτική και συνθετική ικανότητα. Υπάρχει
κλιµάκωση δυσκολίας που θα έχει ως αποτέλεσµα να διακριθούν και
να ξεχωρίσουν οι υποψήφιοι µε υψηλή βαθµολογία.


