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Σάββατο, 27 Μαΐου 2006
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
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A.1. Έστω συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα Δ.

Να αποδείξετε ότι:
• Αν f’(x)>0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του Δ, τότε η f είναι

γνησίως αύξουσα σε όλο το Δ.
• Αν f’(x)<0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του Δ, τότε η f είναι

γνησίως φθίνουσα σε όλο το Δ.
Μονάδες 10

Α.2. Έστω µία συνάρτηση f συνεχής σ΄ένα διάστηµα Δ και παραγωγίσιµη
στο εσωτερικό του Δ. Πότε λέµε ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω
ή είναι κυρτή στο Δ;

Μονάδες 5
Β. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο

τετράδιό σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που
αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.
α. Για κάθε µιγαδικό z ισχύει 22 zz =

Μονάδες 2
β. Αν υπάρχει το 0)(lim >

→
xf

oxx
, τότε f(x)>0 κοντά στο xo.

Μονάδες 2
γ. H εικόνα f(Δ) ενός διαστήµατος Δ µέσω µιας συνεχούς και µη

σταθερής συνάρτησης f είναι διάστηµα.
Μονάδες 2

δ. Ισχύει ο τύπος (3x)’=x⋅3x-1, για κάθε x∈R.
Μονάδες 2

ε. Ισχύει η σχέση [ ] ∫∫ −=
β

α

β
α

β

α

)()(ʹ)()()(ʹ)( dxxgxfxgxfdxxgxf , όπου f’, g’

είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [α, β].
Μονάδες 2
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Α.1. Σχολικό βιβλίο σελ. 253.
Α.2. Σχολικό βιβλίο σελ.273
Β. α. Λ

β. Σ
γ. Σ
δ. Λ
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Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x)=2+(x−2)2 µε x≥2.
α. Να αποδείξετε ότι η f είναι “1−1”.

Μονάδες 6
β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f-1 της f και να

βρείτε τον τύπο της.
Μονάδες 8

γ. i) Να βρείτε τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων f και f-1

µε την ευθεία y=x.
Μονάδες 4

ii) Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και f-1.

Μονάδες 7

ΑΠΑΝΤΗΣΗ
f(x)=2+(x−2)2 µε x≥2.
α. f’(x)=2(x−2)>0, για κάθε x>2, άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [2,

+∞), οπότε η f είναι και “1−1”, άρα υπάρχει f-1.
β. Έστω y=f(x) ⇔ 2+(x−2)2 =y ⇔ (x−2)2=y−2 , πρέπει y≥2, άρα

x−2= 2−y  (αφού x−2≥0, λόγω του ότι x≥2) έχουµε
x=2+ 2−y .
Άρα  f-1(y)=2+ 2−y  µε y≥2.
Τελικά f-1(x)=2+ 2−x  µε ),2[1 ∞+=−f

D
γ. i) Επειδή οι 1, −ff CC  είναι συµµετρικές ως προς την y=x τα σηµεία

τοµής των 1, −ff CC  και y=x βρίσκονται από τη λύση δύο εκ των
εξισώσεων
f(x)=f-1(x), f(x)=x, f-1(x)=x.
Λύνουµε την f(x)=x ⇔ 2+(x−2)2=x ⇔ (x−2)2=x−2 ⇔ (x−2)2−(x−2)=0 ⇔
(x−2)(x−2−1)=0 ⇔ (x−2)(x−3)=0.
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Εποµένως x=2 ή x=3.
Λύνουµε την f(x)=f-1(x),
2+(x−2)2=2+ 2−x  ⇔ (x−2)2= 2−x  ⇔ (x−2)4= ( )22x −  ⇔
(x−2)4−(x−2)=0 ⇔(x−2)[(x–2)3−1]=0 ⇔ (x−2) = 0 ή (x−2)3=1
οπότε x−2=1 ή x=3.
Επειδή η f(x)=f-1(x) έχει τις ίδιες λύσεις µε την  f(x)=x, η f-1(x)=x έχει
επίσης τις ίδιες λύσεις ,οπότε τα κοινά σηµεία των 1, −ff CC   και της
y=x είναι τα Α(2, f(2))=A(2, 2), B(3, f(3))=B(3, 3).

ii) Εφόσον τα σηµεία τοµής είναι Α, Β το ζητούµενο εµβαδό είναι:

Ε(Ω) = ∫∫ −=− −
3

2

3

2

1 )(2)()( dxxxfdxxfxf  (λόγω συµµετρίας των

1, −ff CC µε την y=x)

=2 ∫∫∫ −−=−−−=−−+
3

2

3

2

2
3

2

2 )3)(2(2)2()2(2)2(2 dxxxdxxxdxxx

x            2            3
(x−2)(x−3) + − +

Άρα

Ε(Ω) ∫ +−−=
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2 )65(2 dxxx =−2
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3
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Άρα Ε(Ω)= 
3
1 τ.µ.
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Δίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z1, z2, z3 µε 1z = 2z = 3z =1 και z1+z2+z3=0.
α. Να αποδείξετε ότι:

i. 21 zz − = 13 zz − = 32 zz − .
Μονάδες 9

ii. ≤− 2
21 zz 4 και Re(z1 2z )≥−1.

Μονάδες 8
β. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των z1, z2, z3 στο µιγαδικό

επίπεδο, καθώς και το είδος του τριγώνου που σχηµατίζουν αυτές.
Μονάδες 8
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

α. i. 1ος τρόπος:

21 zz − = 13 zz −
321 zzz −−=

⇔ 232 zzz −−− = 323 zzz ++ ⇔ 32 zz2 + =

23 zz2 + ⇔ 2
32 zz2 + = 2

23 zz2 + ⇔(2z2+z3)(2 2z + 3z )=(2z3+z2)(2 3z + 2z )⇔
⇔4z2 2z +2z2 3z +2z3 2z +z3 3z =4z3 3z +2z3 2z +2z2 3z +z2 2z ⇔

⇔3z2 2z =3z3 3z ⇔ 2
2z = 2

3z ⇔ 2z = 3z  αληθές.
Οµοίως 13 zz − = 32 zz −

άρα 21 zz − = 13 zz − = 32 zz − .

2ος πρόπος:
21 zz − = 13 zz −  µε z3=−z1−z2

21 zz − = 121 zzz −−− , οπότε 2
21 zz − = 2

21 zz2 + ⇔

⇔(z1−z2)( 1z − 2z )=(2z1+z2)(2 1z + 2z )⇔
⇔z1 1z −z1 2z − 1z z2+z2 2z =4z1 1z +2z1 2z +2z1 2z +z2 2z ⇔
⇔ −3z1 2z −3 1z z2=3z1 1z ⇔ −z1 2z − 1z z2= 2

1z ⇔

⇔ −z1 2z − 1z z2=1⇔z1 2z + 1z z2+1=0   (1)
Από z1+z2=−z3 έχουµε 21 zz + = 3z− =1

άρα 2
21 zz + =1⇔(z1+z2)( 1z + 2z )=1⇔z1 1z +z1 2z + 1z z2+z2 2z =1⇔

⇔1+z1 2z + 1z z2+1=1⇔z1 2z + 1z z2+1=0, οπότε η (1) ισχύει.
Όµοια δείχνουµε ότι 13 zz − = 32 zz − .

3ος τρόπος
Αν (ΑΒ)= 21 zz −  τότε (ΑΒ)2= 2

21 zz − =(z1−z2)( 1z − 2z )=
=z1 1z −z1 2z − 1z z2+z2 2z =1−(z1 2z + 1z z2)+1=2−(z1 2z + 1z z2).
Όπως προηγούµενα από z1+z2=−z3 προκύπτει
z1 1z + 1z z2=−1 άρα
(ΑΒ)2=2−(−1)=3 άρα (AB)= 3
και όµοια (ΒΓ)=(ΑΓ)= 3 .

ii. 1ος τρόπος
2

21 zz − ( )221 zz +≤ = 2
1z + 2

2z +2 1z 2z =12+12+2⋅1⋅1=4
άρα 2

21 zz − ≤ 4.
Έχουµε 2

21 zz − ≤ 4⇔(z1−z2)( 1z − 2z )≤ 4⇔
⇔ z1 1z −z1 2z −z2 1z +z2 2z ≤ 4⇔1−Re(z1 2z )+1≤ 4⇔
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⇔ −2Re(z1 2z )≤ 2⇔Re(z1 2z )≥−1.

2ος τρόπος
2

21 zz − ≤ 4.
Επειδή τα A(z1), B(z2) σηµεία του κύκλου C: z =1,
ΑΒ χορδή συνεπώς (ΑΒ)≤ 2ρ⇔(ΑΒ)≤ 2⋅1⇔ 21 zz − ≤ 2⇔
⇔ 2

21 zz − ≤ 4.

β. Αν A(z1), B(z2), Γ(z3), επειδή οι µιγαδικοί z1, z2, z3 επαληθεύουν
την εξίσωση z =1, ο γεωµετρικός τόπος των Α, Β, Γ είναι ο κύκλος
C: z =1 ή C: x2+y2=1.
Από α i) ερώτηµα: 21 zz − = 13 zz − = 32 zz − ⇔(AB)=(AΓ)=(ΒΓ)

συνεπώς το 
Δ
ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο.
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Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
1x
1x

−
+

−lnx.

α. Να βρείτε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης f.
Μονάδες 8

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς 2 ρίζες στο πεδίο
ορισµού της.

Μονάδες 5
γ. Αν η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης

g(x)=lnx στο σηµείο Α(α, lnα) µε α>0 και η εφαπτοµένη της γραφικής
παράστασης της συνάρτησης h(x)=ex στο σηµείο Β(β, eβ) µε β∈R
ταυτίζονται, τότε να δείξετε ότι ο αριθµός α είναι ρίζα της εξίσωσης
f(x)=0.

Μονάδες 9
δ. Να αιτιολογήσετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g

και h έχουν ακριβώς δύο κοινές εφαπτόµενες.
Μονάδες 3

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

α. Είναι f(x)= x
x
x ln

1
1
−

−
+  για να ορίζεται η συνάρτηση πρέπει x≠1 και

x>0, άρα το πεδίο ορισµού της Α=(0,1)∪(1,+∞).
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Η f είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της σαν πράξεις µεταξύ
παραγωγισίµων µε

f’(x)=
xx

xxxx 1
)1(

)ʹ1)(1()1()ʹ1(
2 −

−
−+−−+

= 2)1(
11

−
−−−

x
xx

=−
xx
1

)1(
2

2 −−
<0 για

κάθε x∈(0, 1) και (1,+∞).

Είναι +∞=−∞−−=−
−
+

=
++ →→

)(1)ln
1
1(lim)(lim

00
x

x
xxf

xx

−∞=−⋅−∞=−+
−

=−
−
+

=
−−− →→→

02)()ln)1(
1

1(lim)ln
1
1(lim)(lim

111
xx

x
x

x
xxf

xxx
,

άρα επειδή f γνήσια φθίνουσα στο (0, 1),
f((0,1))= Rxfxf

xx
=∞+−∞=

+− →→
),())(lim),(lim(

01

Ακόµη +∞=−⋅+∞=−+
−

=
++ →→

02)()ln)1(
1

1(lim)(lim
11

xx
x

xf
xx

και −∞=+∞−=−+
−

=−
−
+

=
+∞→+∞→+∞→

)(1)ln)1(
1

1(lim)ln
1
1(lim)(lim xx

x
x

x
xxf

xxx
,

οπότε αφού η f είναι γνήσια φθίνουσα στο (1, +∞) είναι
f((1,+ ∞))= R),())x(flim),x(flim(

1xx
=∞+−∞=

+→+∞→

Εποµένως το σύνολο τιµών της f είναι το R.

β. Επειδή f((0,1))=R και 0∈Ρ και f συνεχής υπάρχει x1∈(0,1) ώστε f(x1)=0
που είναι µοναδικό αφού f είναι γνήσια φθίνουσα.
Επίσης επειδή f((1, +∞))=R και 0∈R και f συνεχής υπάρχει x2∈(1,+∞)
ώστε f(x2)=0 που είναι µοναδικό αφού f είναι γνήσια φθίνουσα. Άρα η
f έχει δύο µόνο ρίζες στο πεδίο ορισµού της.

γ. Η εφαπτοµένη της g(x)=lnx στο Α(α, lnα) µε α>0

επειδή g παραγωγίσιµη µε g’(x)=
x
1  είναι :

ψ−lnα= )α(
α
1

−x  ή ψ= 1αln
α
1

−+x (1)

Η εφαπτοµένη της h(x)=ex στο Β(β, eβ) µε β∈R επειδή h παραγωγίσιµη
µε
h’(x)=ex είναι ψ−eβ=eβ(x−β) ή ψ=eβx+eβ−βeβ (2)
Για να ταυτίζονται οι δύο ευθείες πρέπει:










−=−

−===
⇔







−=−

=
−

α
1β

α
11αln

αlnαln
α
1lnβ

β1αln
α
1 1

ββ

β

ee

e
 αντικαθιστώντας eβ=

α
1

έχουµε:  lnα−1=
α
1)αln(

α
1

−−  ⇔ lnα−1=
α
αln

α
1
+  ⇔

1
α
1

α
αlnαln +=−
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1α
1ααln1α)1α(αln

α
1α

α
1ααln

α
1α)

α
11(αln

1α

−
+

=⇔+=−⇔
+

=
−

⇔
+

=−
≠

⇔ 0αln
1α
1α

=−
−
+ , που σηµαίνει ότι α είναι ρίζα της εξίσωσης f(x)=0.

δ. Επειδή τώρα το σύστηµα των εξισώσεων για να ταυτίζονται οι δύο
εφαπτοµένες







−=−

=

ββ

β

β1αln
α
1

ee

e
 έχει δύο µοναδικές λύσεις για το α από (β)

x1∈(0,1) και x2∈(1, +∞) οπότε υπάρχουν και δύο τιµές για το β από την

α
1β =e , και εποµένως έχουµε δύο κοινές εφαπτοµένες.

ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ
α) Τα σηµερινά θέµατα, έχουν  χαρακτηριστικό ότι δεν

καλύπτουν µεγάλο και σηµαντικό µέρος της ύλης.΄
Απαιτούσαν περισσότερο αλγεβρική παρά συνθετική
ικανότητα µε  αποτέλεσµα εύκολα οι υποψήφιοι να
οδηγηθούν σε αδιέξοδο λόγω πράξεων.

β) Οι παραπάνω λύσεις είναι ενδεικτικές.


