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Πέµπτη, 24 Μαΐου 2007
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

ΘΘΘΕΕΕΜΜΜΑΑΑ   111ooo
A.1. Aν z1, z2  είναι µιγαδικοί αριθµοί, να αποδειχθεί ότι:

2121 zzzz ⋅=

Μονάδες 8
Α.2. Πότε δύο συναρτήσεις f, g λέγονται ίσες;

Μονάδες 4
A.3. Πότε η ευθεία y= l  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της

f στο +∞ ;
Mονάδες 3

Β. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας
δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α. Αν f συνάρτηση συνεχής στο διάστηµα [α, β] και για κάθε x∈[α, β] ισχύει

f(x)≥ 0 τότε ∫
α

β

dx)x(f  > 0

Μονάδες 2
β. Έστω f µια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστηµα Δ και παραγωγίσιµη σε

κάθε εσωτερικό σηµείο x του Δ. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο
Δ τότε f’(x)>0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του Δ.

Μονάδες 2
γ. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο xo και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο

 xo , τότε η σύνθεση τους gof είναι συνεχής στο xo.
Μονάδες 2

δ. Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα Δ και α είναι ένα σηµείο
του Δ, τότε

ʹ)x(g

a

dt)t(f 









∫ =(f(g(x))⋅ g’(x)

µε την προϋπόθεση ότι τα χρησιµοποιούµενα σύµβολα έχουν νόηµα.
Μονάδες 2

ε. Αν α>1 τότε 0αlim x

x
=

−∞→

Μονάδες 2
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Α.1. Θεωρία Σχολικό βιβλίο σελ. 98
Α.2. Ορισµός Σχολικό βιβλίο σελ. 141
Α.3. Ορισµός Σχολικό βιβλίο σελ.280
Β. α. Λάθος

β. Λάθος
γ. Λάθος
δ. Σωστό
ε. Σωστό

ΘΘΘΕΕΕΜΜΜΑΑΑ   222ooo

Δίνεται ο µιγαδικός αριθµός z=
i2α
iα2

+
+  µε α∈R.

α. Nα αποδειχθεί ότι η εικόνα του µιγαδικού  z ανήκει στον κύκλο µε κέντρο Ο(0,0)
και ακτίνα ρ=1.

Μονάδες 9
β. Έστω z1, z2 oι µιγαδικοί που προκύπτουν από τον τύπο

 z=
i2α
iα2

+
+

για α=0 και α=2 αντίστοιχα.
i. Nα βρεθεί η απόσταση των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z1 και z2.

Μονάδες 8
ii. Nα αποδειχθεί ότι ισχύει:

(z1)2ν=(−z2)v

για κάθε φυσικό αριθµό v.

Μονάδες 8

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

α. Ἐχουµε: z  = 1
2α
α2

i2α
iα2

22

22

=
+

+
=

+
+

άρα Μ(z)∈C : z =1  ή  Μ(z)∈C : x2+y2=1

β. Για α=0 έχουµε: z1= i
i
1

i2
2

−== . Έστω Α(z1)

Για α=2 έχουµε: z2= 1
i22
i22
=

+
+ . Έστω B(z2)

i) (AB)= 2)1(1i11izz 22
21 =−+=−=+−=−



ΕΕΘΘΝΝΙΙΚΚΕΕΣΣ  ΕΕΞΞΕΕΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ  22000077

ΩΩΘΘΗΗΣΣΗΗ

3

ii) (z1)2v=(-i)2v=i2ν=(i2)ν=(-1)v=(-z2)ν.

ΘΘΘΕΕΕΜΜΜΑΑΑ   333ooo
Δίνεται η συνάρτηση:

f(x)=x3−3x−2ηµ2θ

όπου θ∈R µια σταθερά µε θ≠κπ+
2
π , κ∈Ζ.

α. Να αποδειχθεί ότι η f παρουσιάζει ένα τοπικό µέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και
ένα σηµείο καµπής.

Μονάδες 7
β. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς τρεις πραγµατικές ρίζες.

Μονάδες 8
γ. Αν x1, x2 είναι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x3 η θέση του σηµείου καµπής

της f, να αποδειχθεί ότι τα σηµεία Α(x1,f(x1)), B(x2,f(x2)) και Γ(x3,f(x3)) βρίσκονται
στην ευθεία y=−2x−2ηµ2θ.

Μονάδες 3
δ. Να υπολογισθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική

παράσταση της συνάρτησης f και την ευθεία y=−2x−2ηµ2θ.
Μονάδες 7

ΑΠΑΝΤΗΣΗ
α. f(x)=x3−3x−2ηµ2θ

f’(x)=3x2−3=3(x−1)(x+1)

x
fʹ(x) + − +

f(x)

H f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο −1 το f(−1) και τοπικό ελάχιστο στο 1 το f(1).

f’’(x)=6x

x
f’’(x) − +
f(x)

Oπότε η f παρουσιάζει σηµείο καµπής στη θέση x=0

−∞ +∞−1 +1

T.M T.E

−∞ 0 +∞

Σ.Κ



ΕΕΘΘΝΝΙΙΚΚΕΕΣΣ  ΕΕΞΞΕΕΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ  22000077

ΩΩΘΘΗΗΣΣΗΗ

4

β. f(−1)=−1+3−2ηµ2θ=2(1−ηµ2θ)=2συν2θ>0 αφού θ≠κπ+
2
π

f(1)=1−3−2 ηµ2θ=−2(1+ ηµ2θ)< 0
2x3x(lim)x(flim 3

xx
−−=

−∞→−∞→
ηµ2θ)= −∞=

−∞→

3

x
xlim

)θηµ2x3x(lim)x(flim 23

xx
−−=

+∞→+∞→
= +∞=

+∞→

3

x
xlim

Η f συνεχής στο (−∞, −1] και η f γνήσια αύξουσα στο (−∞, −1] άρα
f((−∞, −1])=( )x(flim

x −∞→
, f(−1)]=(− ∞, 2συν2θ]

Το 0∈(−∞, 2συν2θ) άρα θα υπάρχει ρ1∈(−∞, −1) ώστε f(ρ1)=0 το ρ1 µοναδικό στο
(−∞, −1) αφού η f γνήσια αύξουσα στο (−∞, −1].
Η f συνεχής στο [−1,1] και γνήσια φθίνουσα άρα:
f([−1,1])=[f(1), f(−1)]=[−2(1+ηµ2θ), 2συν2θ].
To 0∈[−2(1+ηµ2θ), 2συν2θ] άρα θα υπάρχει ρ2∈ (−1,1) ώστε f(ρ2)=0 και επειδή η f
γνήσια φθίνουσα το ρ2 µοναδικό στο (−1,1).
Η f συνεχής στο [1,+∞) και γνήσια αύξουσα άρα:
f([1,+∞))=[f(1), ))x(flim

x +∞→
=[−2(1+ηµ2θ), +∞)

To 0∈[−2(1+ηµ2θ),+∞)  άρα θα υπάρχει ρ3∈(1,+∞) ώστε f(ρ3)=0 και επειδή η f γνήσια
αύξουσα στο [1, +∞) το ρ3 µοναδικό στο (1,+∞).
Τελικά η f έχει ακριβώς τρεις πραγµατικές ρίζες, τις ρ1, ρ2, ρ3.

γ. Έχουµε Α(−1,2συν2θ), Β(1, −2(1+ηµ2θ)) , Γ(0, −2ηµ2θ)
Το Α∈ε : y=−2x−2ηµ2θ⇔2συν2θ=−2(−1)−2ηµ2θ⇔2συν2θ=2(1−ηµ2θ)
⇔ συν2θ=1−ηµ2θ αληθές.
Το Β∈ε  ⇔ −2(1+ηµ2θ)=−2⋅1−2ηµ2θ⇔−2(1+ηµ2θ)=−2(1+ ηµ2θ) αληθές.
Το Γ∈ε  ⇔ −2ηµ2θ=−2⋅0−2ηµ2θ⇔−2ηµ2θ=−2ηµ2θ αληθές.

δ. Έχουµε   f(x)−(−2x−2ηµ2θ)=x3−3x−2ηµ2θ+2x+2ηµ2θ
=x3−x=x(x−1)(x+1)

                 f(x)−(−2x−2ηµ2θ)=0 ⇔ x(x−1)(x+1)=0 ⇔ 














=

−=

=

1x
ή

1x
ή

0x

Ακόµη

x −∞         −1                   0                     1                +∞
x3−x=x(x−1)(x+1) − + − +

E(Ω) = =−−−∫
−

1

1

2 dx)θηµ2x2()x(f
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= =−+−=− ∫∫∫
−−

1

0

3
0

1

3
1

1

3 dxxxdxxxdxxx

= =+−+− ∫∫
−

1

0

3
0

1

3 dx)xx(dx)xx(

= =







+−+








−

−

1

0

240

1

24

2
x

4
x

2
x

4
x

= 0− =−+−+
−

+
− )0

2
1

4
1(

2
)1(

4
)1( 2424

= 
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

4
1

2
1

4
1

=++−=+−+−
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Έστω f µια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα [0,1] για την οποία
ισχύει f(0) > 0. Δίνεται επίσης συνάρτηση g συνεχής στο διάστηµα [0,1] για την οποία
ισχύει g(x) > 0, για κάθε x∈[0,1].
Ορίζουµε τις συναρτήσεις:

F(x)= ∫
x

0

dt)t(g)t(f , x∈[0,1]

G(x)= ∫
x

0

dt)t(g , x∈[0,1]

α. Να δειχθεί ότι F(x) > 0 για κάθε x στο διάστηµα (0,1].
Μονάδες 8

β. Να αποδειχθεί ότι:
f(x)⋅G(x) > F(x)

για κάθε x στο διάστηµα (0,1].
Μονάδες 6

γ. Να αποδειχθεί ότι ισχύει:

)x(G
)x(F  ≤ 

)1(G
)1(F

για κάθε x στο διάστηµα (0,1]
Μονάδες 4

δ. Να βρεθεί το όριο:

5
x

0

x

0

2
x

0

0x
xdt)t(g

dttηµdt)t(g)t(f

lim

2

⋅


















⋅








∫

∫∫
+→

Μονάδες 7
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

α. Είναι F(0)= ∫ =
0

0

0dt)t(g)t(f . Η F είναι παραγωγίσιµη στο [0,1], αφού f(t), g(t)

συνεχείς στο [0,1], µε F’(x)=f(x)g(x)     (1)
Είναι g(x) > 0, x∈[0,1] και επειδή f συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [0,1] για x > 0
ισχύει f(x) > f(0) > 0, άρα από (1) F’(x) > 0, x∈(0,1), οπότε γνησίως αύξουσα στο
[0,1], εποµένως x > 0 ⇔F(x) > F(0) δηλαδή F(x) > 0 για x∈(0,1].

β. Είναι f(x)⋅G(x) > F(x) ⇔

f(x)⋅ ∫
x

0

dt)t(g  > ∫
x

0

dt)t(g)t(f  ⇔

∫
x

0

dt)t(g)x(f − ∫
x

0

dt)t(g)t(f  > 0 ⇔

∫ −
x

0

dt))t(g)t(f)t(g)x(f(  > 0 ⇔

∫ −
x

0

dt)t(g))t(f)x(f(  > 0     (1)

Αν h(t)=(f(x)−f(t))g(t) για t∈[0,x] µε x ≤ 1 ισχύει g(t) > 0 για κάθε t∈[0,1]. Από
υπόθεση για t∈[0,x] έχουµε t ≤ x και f γνήσια αύξουσα άρα f(t) ≤ f(x) ⇔ f(x)−f(t) ≥
0,άρα h(t) ≥ 0 για κάθε t∈[0,x] και επειδή h(0)=(f(x)−f(0))g(0)=f(x)g(0) > 0.
αφού g(0) > 0 (λόγω υπόθεσης g(x) > 0, x∈[0,1]) και f(x) > 0 αφού από υπόθεση η f
γνήσια αύξουσα στο x∈[0,1] και f(x) ≥ f(0) > 0 άρα h(t) ≥ 0 για t∈[0,x] και όχι

παντού µηδέν εποµένως ∫ −
x

0

dt)t(g))t(f)x(f(  > 0, για κάθε x∈(0,1].

γ. Θεωρώντας την φ(x)=
)x(G
)x(F , x∈(0,1] που είναι παραγωγίσιµη στο (0,1], αφού F και

G παραγωγίσιµες, µε

φ’(x) =
)x(G

)x(g)x(F)x(G)x(g)x(f
)x(G

)x(ʹG)x(F)x(G)x(ʹF
22

−⋅
=

−
=

=
)x(G

))x(F)x(G)x(f)(x(g
2

−
 > 0, x∈(0,1]

αφού g(x) > 0, x∈[0,1] και f(x)G(x)−F(x) > 0 από (β) ερώτηµα G2(x) > 0, άρα φ
γνήσια αύξουσα στο (0,1] και επειδή φ συνεχής στο xo=1, στο 1 θα έχει τη

µέγιστη τιµή της, οπότε φ(x) ≤ φ(1), x∈(0,1], δηλαδή 
)x(G
)x(F  ≤ 

)1(G
)1(F .
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δ. Η συνάρτηση f(t)g(t) είναι συνεχής στο [0,1] ως γινόµενο συνεχών και το 0∈[0,1]

άρα η συνάρτηση ∫
x

0

dt)t(g)t(f  είναι παραγωγίσιµη στο [0,1], άρα συνεχής στο xo=0,

δηλαδή 0dt)t(g)t(fdt)t(g)t(flim
0

0

x

0
0x

== ∫∫+→
.

Η συνάρτηση g είναι συνεχής στο [0,1] και το 0∈[0,1], άρα η συνάρτηση ∫
x

0

dt)t(g

είναι παραγωγίσιµη στο [0,1], οπότε συνεχής στο xo=0, δηλαδή

0dt)t(gdt)t(glim
0

0

x

0
0x

== ∫∫+→

Η συνάρτηση ηµt2 είναι συνεχής στο R ως σύνθεση συνεχών και το 0∈R άρα η

συνάρτηση ∫
x

0

2dttηµ  είναι παραγωγίσιµη στο R και επειδή η x2 είναι

παραγωγίσιµη στο R, η συνάρτηση ∫
2x

0

2dttηµ  είναι παραγωγίσιµη στο R άρα και

συνεχής στο xo=0, οπότε 
+→0x

lim ∫
2x

0

2dttηµ =0.

Είναι 
+→0x

lim ==
+→

∫

∫
)x(g

)x(g)x(f
lim

dt)t(g

dt)t(g)t(f

0x

0
0

HʹLx

0

x

0 )0(f)x(flim
ςήσυνεχf

0xστο0x o =→
=

+
 > 0

Είναι 4

4

0x

0
0

HʹL5

x

0

2

0x x5
x2xηµ

lim
x

dttηµ
lim

⋅
=

++ →→

∫
= 001)

5
x2

x
xηµ

(lim 4

4

0x
=⋅=⋅

+→

Επειδή 1
u

uηµ
lim

x
xηµ

lim
0u

xu

0u
0x4

4

0x

4

==
+++ →

=

→
→→

Άρα το ζητούµενο όριο γίνεται:

=

⋅



























∫

∫∫
+→

5
x

0

x

0

2
x

0

0x
xdt)t(g

dttηµdt)t(g)t(f

lim

2

00)0(f
x

dttηµ
lim

dt)t(g

dt)t(g)t(f
lim 5

x

0

2

0xx

0

x

0

0x

2

=⋅=⋅
∫

∫

∫
++ →→
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Παρακάτω δίνουµε και λύσεις για το ΘΕΜΑ 4ο β) και δ) που δόθηκαν απ’τους
µαθητές µας.

β για x∈(0,1] είναι f(x)=
)x(ʹG
)x(ʹF  oπότε από την ζητούµενη αρκεί:

)x(ʹG
)x(ʹF
⋅G(x)>F(x) G’(x)=g(x)>0 , x∈[0,1]

F’(x)G(x)>F(x)⋅G’(x) ή
F’(x)G(x)−F(x)G’(x)>0 G2(x)≠0

)x(G
)x(ʹG)x(F)x(G)x(ʹF

2
−

>0 ή

αρκεί 
ʹ

)x(G
)x(F








>0 (1) για x∈(0,1]

Eίναι )0(f)x(flim
)x(g

)x(g)x(f
lim

)x(ʹG
)x(ʹFlim

)x(G
)x(Flim

0x0x0x

0
0

0x
====

→→+→+→
 αφού f συνεχής στο [0,1].

Θεωρούµε τη συνάρτηση φ(x)=






=

∈

0x)0(f

]1,0(x
)x(G
)x(F

Στο [0,x] µε 0< x ≤ 1 η φ είναι συνεχής στο [0,x], παρ/µη στο (0,x) άρα από
θεώρηµα µέσης τιµής υπάρχει ξ∈(0,x) ώστε :

φ’(ξ)=
x)x(G

)x(G)0(f)x(F
x

)0(f
)x(G
)x(F

⋅
−

=
−

 (1)

Aν Κ(x)=F(x)−f(0)⋅G(x) στο [0,1]      Κ(0)=0 και
Κ’(x)=F’(x)−f(0)G’(x)=f(x)g(x)−f(0)g(x)=g(x)(f(x)−f(0))>0 για x∈(0,1)
Άρα Κ  γνήσια αύξουσα οπότε για x>0
Κ(x)> K(0) δηλαδή Κ(x)>0  εποµένως για ξ∈(0,x)
φʹ(ξ)>0 και  επειδή ισχύει για κάθε x∈(0,1]   φ’(x)>0 για κάθε x∈(0,1] άρα η (1)
ισχύει.
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0x

=
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ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ
α) Τα σηµερινά θέµατα καλύπτουν ευρύ φάσµα της ύλης και
χαρακτηριστικό τους είναι η σωστή κλιµάκωση της δυσκολίας τους.
Για την αντιµετώπισή τους χρειαζόταν από τους µαθητές η καλή
αναπαραγωγή των γνώσεων που έχουν αποκτήσει όπως και
συνθετική και κριτική ικανότητα για να διεκπεραιώσουν όλα τα
θέµατα µέσα στην χρονική διάρκεια της εξέτασης.
Ιδιαίτερα τα δύο πρώτα θέµατα χαρακτηρίζονται ως εύκολα, το 3ο
απαιτητικό για τους καλά προετοιµασµένους µαθητές και το 4ο εκτός
της σωστής προετοιµασίας απαιτούσε πρωτοβουλία και
ευρηµατικότητα στα ερωτήµατα (β) και (δ).
β) Οι παραπάνω απαντήσεις είναι ενδεικτικές.


