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ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΓΕΝΙΚΗ ΠΑΙ∆ΕΙΑ

∆ΕΥΤΕΡΑ, 12 ΙΟΥΝΙΟΥ 2000
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ
ΘΕΜΑ ΠΡΩΤΟ
Α1. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορι-
σµού της να γραφεί η εξίσωση της εφαπτόµενης της γραφικής παράστασης
της f στο σηµείο ))x(f,x(A 00 .

         Μονάδες 4

Α2. Να αποδείξετε ότι αν µία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε σηµείο x0
του πεδίου ορισµού της, τότε είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό.

       Μονάδες 8,5

Β1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετρά-
διό σας την ένδειξη σωστό ή λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κά-
θε πρόταση.

α. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε η f΄ είναι πάντοτε συνεχής στο
x0.

β. Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0, τότε η f είναι παραγωγίσιµη στο x0.
γ. Αν η f έχει δεύτερη παράγωγο στο x0 τότε η f΄ είναι συνεχής στο ση-

µείο x0.
      Μονάδες 4,5
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Β2. Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα της στήλης Α και δίπλα τον α-
ριθµό της στήλης Β που αντιστοιχεί στην εφαπτόµενη της κάθε συνάρτησης
στο σηµείο x0.

Στήλη Α
συναρτήσεις

Στήλη Β

α. 3x3)x(f = , 1x0 = 1. πx2y +−=

β. x2ηµ)x(f = , 
2
πx0 = 2. 1x

4
1y +=

γ. x3)x(f = , 0x0 = 3. 6x9y −=

δ. x)x(f = , 4x0 = 4. 5x9y +−=

5. δεν υπάρχει
           Μονάδες 8
ΛΥΣΗ
Α1. Απάντηση: σελίδα 214 σχολικού βιβλίου
Α2. Απάντηση: σελίδα 217 σχολικού βιβλίου

Β1. Απάντηση: α − ΛΑΘΟΣ, β − ΛΑΘΟΣ, γ − ΣΩΣΤΗ
Β2. Απάντηση: α −3, β − 1, γ − 5, δ −2

ΘΕΜΑ ∆ΕΥΤΕΡΟ
∆ίνεται η συνάρτηση Cz,

i2z
iz2)z(f ∈

−
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= µε i2x −≠ , όπου z  ο συζυγής του z.

(α) Να βρείτε την τριγωνοµετρική µορφή των µιγαδικών αριθµών:
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(β) Θεωρούµε τον πίνακα 







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=
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0w

3
2M , όπου 1w  το µέτρο του

µιγαδικού αριθµού w1 του ερωτήµατος (α).
Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή πρόταση.

Ο γραµµικός µετασχηµατισµός Τ µε πίνακα Μ είναι:

Α. στροφή µε κέντρο την αρχή των αξόνων και γωνία 
4
πθ =

Β. συµµετρία ως προς τον άξονα xx′
Γ. συµµετρία  ως προς τον άξονα yy′
∆. συµµετρία ως προς την ευθεία xy =
Ε. οµοιοθεσία µε κέντρο την αρχή των αξόνων Ο και λόγο

3
2λ =

         Μονάδες 5
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(γ) Αν Μ ο πίνακας του ερωτήµατος (β), τότε να βρεθεί ο πίνακας Χ ώστε να
ισχύει ΚΧΜ =⋅ , όπου Κ είναι ο πίνακας που αντιστοιχεί στο γραµµικό µετα-

σχηµατισµό στροφής µε κέντρο την αρχή των αξόνων Ο και γωνία 
2
πθ = .

         Μονάδες 8
ΛΥΣΗ
Είναι 
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(α) Έχουµε ότι:

))
4
π(ηµi)

4
π(συν(

2
23

)i
2
2

2
2(

2
23)i1(

2
3)i55(

10
3

10
)i3)(i2(3

i3
i2

3
9

i39
i918

i2i59
i)i59(2)i59(fw1

−+−=

=−=−=−=

=
−−

⋅=
+
−

⋅=
+
−

=
−+
+−

=−=

Είναι 50142004 ⋅= , οπότε έχουµε:

1)1()]π(ηµi)π(συν[

)]
4
π(ηµi)

4
π(συν[

2
23

3
2)i59(f

3
2w

501501

501

4

2004

2

−=−=−+−=

=

















−+−⋅=








−=

(β) Είναι:









−

=



















−
=








−

=
10

01

2
230

0
2

23

3
2

w0
0w

3
2Μ

2

1

απάντηση Β

(γ) Είναι: 






 −
=















 −
=

01
10

2
πσυν

2
πηµ

2
πηµ

2
πσυν

K .

Έχουµε 






 −
=








−

⇔=
01
10

Χ
10

01
ΚΜΧ . Ο πίνακας Μ έχει ορίζουσα

01
10

01
≠−=

−
, άρα είναι αντιστρέψιµος µε 








−

=






−
−

=−

10
01

10
01

1
1Μ 1 , οπό-

τε η εξίσωση γίνεται









−

−
=








−








−

=
01
10

10
01

10
01

Χ .



4

ΘΕΜΑ ΤΡΙΤΟ
Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο κλειστό διάστηµα [0, 1] και ισχύει

0)x(f >′  για κάθε )1,0(x∈ . Αν 2)0(f =  και 4)1(f = , να δείξετε ότι:
(α) Η ευθεία y=3 τέµνει τη γραφική παράσταση της f σε ένα ακριβώς

σηµείο µε τετµηµένη )1,0(x0 ∈
Μονάδες 7

(β) υπάρχει )1,0(x1 ∈  τέτοιο ώστε 
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       Μονάδες 12

(γ) υπάρχει )1,0(x2 ∈  ώστε η εφαπτόµενη της γραφικής παράστασης
της f στο σηµείο ))x(f,x(M 22  να είναι παράλληλη στην ευθεία 2000x2y += .

          Μονάδες 6

ΛΥΣΗ
 (α) Θεωρούµε τη συνάρτηση 3)x(f)x(g −=  στο διάστηµα [0, 1] που είναι συ-
νεχής και είναι:

13)1(f)1(g
13)0(f)0(g

=−=
−=−=

Άρα είναι 0)1(g)0(g < , οπότε από θεώρηµα Bolzano υπάρχει )1,0(x0 ∈  ώστε
να είναι 3)x(f0)x(g 00 =⇔= .
Επειδή είναι )1,0(x   ,0)x(f)x(g ∈>′=′ , η g είναι γνησίως αύξουσα στο διάστη-
µα [0, 1] άρα το x0 είναι µοναδικό.

ΣΧΟΛΙΟ: Το ερώτηµα αντιµετωπίζεται και µε θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών

(β) Επειδή )1,0(x,0)x(f ∈>′  αφού η f συνεχής και γνήσια αύξουσα στο [0, 1]
θα ισχύουν:
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Άρα, από θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών υπάρχει )1,0(x1 ∈  ώστε να είναι
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(γ) Θεωρούµε ]1,0[x  ,x2)x(f)x(h ∈−=  µε ]1,0[x  ,2)x(f)x(h ∈−′=′ . Είναι:

22412)1(f)1(h
2)0(f)0(h

=−=⋅−=
==

Άρα είναι )1(h)0(h = , οπότε από θεώρηµα Rolle υπάρχει )1,0(x2 ∈  ώστε να
είναι 2)x(f02)x(f0)x(h 222 =′⇔=−′⇔=′  (1).
Έστω (ε) η εφαπτόµενη της Cf στο σηµείο ))x(f,x(M 22  που έχει συντελεστή
διεύθυνσης )x(fλ 2ε ′=  και (η) η ευθεία µε εξίσωση 2000x2y +=  µε συντελε-
στή διεύθυνσης 2λη = . Από την (1) προκύπτει 2λλ ηε == , άρα είναι (ε)//(η).

ΘΕΜΑ ΤΕΤΑΡΤΟ
Τη χρονική στιγµή t=0 χορηγείται σ’ έναν ασθενή ένα φάρµακο. Η συγκέ-
ντρωση του φαρµάκου στο αίµα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση

0t  ,

β
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tα)t(f 2 ≥
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= , όπου α και β είναι σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί και ο

χρόνος t µετράται σε ώρες. Η µέγιστη τιµή της συγκέντρωσης είναι ίση µε 15
µονάδες και επιτυγχάνεται 6 ώρες µετά τη χορήγηση του φαρµάκου.

(α) Να βρείτε τις τιµές των σταθερών α και β.
        Μονάδες 15

(β) Με δεδοµένο ότι, η δράση του φαρµάκου είναι αποτελεσµατική, ό-
ταν η τιµή της συγκέντρωσης είναι τουλάχιστον ίση µε 12 µονάδες, να βρείτε
το χρονικό διάστηµα που το φάρµακο δρα αποτελεσµατικά.

        Μονάδες 10

ΛΥΣΗ
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Ισχύει 15)6(f =  και 0)6(f =′  (αφού η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη, πα-
ρουσιάζει ακρότατο στο εσωτερικό σηµείο x0=6 του διαστήµατος ),0( +∞ , οπό-
τε από το θεώρηµα Fermat θα ισχύει 0)6(f =′ ). Είναι λοιπόν:
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ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ
Τα θέµατα καλύπτουν το µεγαλύτερο µέρος της ύλης και κρίνονται αυ-
ξηµένης δυσκολίας.
Ειδικά στα Θέµατα 2 και 4, πρέπει ο υποψήφιος να διακρίνεται:

(α) από την ευχέρεια στην εκτέλεση των πράξεων, και
(β) από την ικανότητα καλής αναπαραγωγής των γνώσεων του

σχολικού βιβλίου.
Τα Θέµα 3 κρίνεται ως το δυσκολότερο θέµα των σηµερινών εξετάσεων,
απαιτώντας αυξηµένη συνθετική ικανότητα από τον υποψήφιο και ιδιαί-
τερα το 3β, που θέλει καλή γνώση στην εφαρµογή του Θεωρήµατος Εν-
διαµέσων Τιµών.

Γενικά, η προσδοκία µέσης και υψηλής βαθµολογίας θα επιτευχθεί µόνο
από πολύ καλά προετοιµασµένους υποψήφιους.
Οι προτεινόµενες λύσεις είναι ενδεικτικές.


